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ABSTRAK

Artikel ini membahas pengaruh perilaku merokok baik perokok aktif maupun perokok pasif
terhadap pertumbuhan populasi penderita kanker paru-paru melalui model matematika. Terdapat empat
subpopulasi dalam model ini, yaitu subpopulasi rentan, subpopulasi perokok aktif, subpopulasi perokok
pasif, dan subpopulasi penderita kanker paru-paru. Analisis dinamik model meliputi penentuan titik
kesetimbangan, syarat eksistensi titik kesetimbangan, dan analisis kestabilan lokal titik kesetimbangan.
Berdasarkan hasil analisis diperoleh tiga titik kesetimbangan, yaitu titik yang menyatakan bahwa keempat
subpopulasi punah, titik yang menyatakan bahwa hanya subpopulasi rentan yang mampu bertahan hidup,
dan titik yang menyatakan bahwa keempat subpopulasi mampu bertahan hidup. Titik kesetimbangan
pertama selalu eksis, sedangkan titik kesetimbangan kedua dan ketiga eksis dengan syarat tertentu.
Kestabilan titik kesetimbangan pertama dicapai ketika laju pertumbuhan intrinsik kurang dari laju
kematian alami, titik kesetimbangan kedua dan ketiga stabil dengan syarat tertentu. Simulasi numerik
disajikan untuk mengilustrasikan hasil analisis. Hasil simulasi menunjukkan solusi numerik sesuai dengan
hasil analisis. Hasil penelitian ini juga menunjukkan bahwa laju perokok pasif memegang peranan penting
dalam penyebaran penderita kanker paru-paru.

Kata kunci: analisis dinamik, perokok aktif, perokok pasif, kanker paru-paru.

ABSTRACT

This article discusses a model of lung cancer as the effect of smoking behavior on both active and
passive smoker. There are four subpopulations in this model, namely susceptible subpopulation, active
smoker subpopulation, passive smoker subpopulation, and subpopulation of lung cancer. Dynamical
analysis is conducted to determine the equilibrium point, existence condition for equilibrium point, and
analyze their stability. Based on analysis result, there are three equilibrium points. First equilibrium point
shows that all subpopulations extinct. Second equilibrium point shows that only susceptible subpopulation
can survive, and the last equilibrium point shows that all subpopulations can survive. First equilibrium
point always exists while the others exist under certain condition. The stability of first equilibrium point
can be reached when the intrinsic growth rate is less than the death rate. Whereas, the others equilibrium
points will be stable under certain condition. Numerical simulation is performed to illustrate the analysis
result. It is shown that numerical results are in accordance with analysis result. These numerical simulations
also indicate that the rate of passive smoker plays important role in the growth rate of lung cancer.

Keywords: dynamical analysis, active smokers, passive smokers, lung cancer.

semakin meningkat dari tahun ke tahun.

PENDAHULUAN Selanjutnya, Globocan [1] menyebutkan bahwa

diagnosa kanker yang paling umum di dunia

Berdasarkan data dari Globocan [1] adalah kanker paru-paru, yaitu 1,8 juta atau
menyatakan bahwa jumlah penderita kanker 13% dari keseluruhan kasus kanker. Beberapa
_____________________ penelitian mengenai risiko yang mungkin
*Corresponding author: dialami perokok menunjukkan bahwa perokok

E-mail: trisilowati@ub.ac.id mempunyai  kemungkinan  sebelas  kali


mailto:trisilowati@ub.ac.id

118 Pengaruh Perilaku Merokok pada Pertumbuhan Populasi Penderita Kanker Paru-Paru

mengidap penyakit kanker paru-paru yang
menyebabkan kematian daripada bukan
perokok [2]. Risiko tersebut sesungguhnya
bukan hanya ditanggung oleh perokok aktif saja
melainkan juga oleh perokok pasif, yaitu orang-
orang di sekitar perokok yang tidak merokok
tetapi harus menghirup asap rokok. Beberapa
penelitian melaporkan bahwa sekitar 20% -
30% kejadian terkena risiko penyakit kanker
paru-paru dialami oleh perokok pasif [3].

Model matematika dapat menjelaskan
hubungan antara perokok pasif maupun aktif
dan penderita penyakit kanker paru-paru.
Model matematika yang terkait dengan perilaku
merokok dan dan kanker paru-paru telah
dilakukan oleh beberapa peneliti [4-8].
Kemudian di tahun 2000 dilakukan pemodelan
hubungan antara perokok, bukan perokok, dan
penderita kanker paru-paru [9]. Samanta [10]
pada tahun 2011 memodelkan perilaku
merokok sebagai sistem dinamik nonotonomus
dengan waktu tunda. Analisis kestabilan global
pada model tersebut dilakukan pula dengan
menggunakan fungsi Lyapunov.

Berbeda dari Carlos, dkk. [9] dan Samanta
[10], pada tahun 2016 Sutantiati [11]
memodelkan perilaku perokok aktif, perokok
pasif, dan pengaruhnya terhadap penderita
penyakit kanker paru-paru. Berdasarkan model
tersebut subpopulasi rentan tumbuh secara
eksponensial. Selain itu, diasumsikan pula
bahwa interaksi antara perokok aktif dan pasif
tidak menambah jumlah perokok aktif secara
langsung. Hasil analisis dan hasil simulasi
numerik menunjukkan bahwa laju perokok aktif
berpengaruh dalam penyebaran penderita
kanker paru-paru. Penelitian ini akan dibahas
kembali model pada Sutantiati [11] dengan
melakukan beberapa modifikasi pada model
agar menjadi lebih realistis.

METODE PENELITIAN

Konstruksi Model. Berikut ini merupakan
model  kanker  paru-paru yang telah
dikembangkan oleh Sutantiati [11] yaitu

ds

—=A-aSl, -
dt 22 a lllS
dl
& —a,Sl, — A, — 4l 1
dt a2 a 7/Ia :ua ()

di
d_tb:alSIb =gl =yl —ul,
dC
o rla+yly —uC

Modifikasi dilakukan pada model di atas,
pertama yaitu dengan mengubah laju kelahiran
eksponensial pada subpopulasi rentan dengan
laju kelahiran logistik sehingga parameter laju

kelahiran subpopulasi rentan A pada persamaan
(1) sehingga menjadi

A= rS(l—ij
K

Modifikasi kedua adalah interaksi antara
perokok aktif dan pasif menambah jumlah
perokok aktif sehingga pada ruas kanan
persamaan kedua sistem persamaan (1) terdapat

penambahan suku Al 1, Modifikasi tersebut

menghasilkan model kanker paru-paru akibat
perilaku merokok sebagai berikut.

ds S

® _rsl1-2 |-as1, - 2
{1 | et 16 o
|

d_tbzalsla_ﬂlalb_ylb_lulb

di,

dt :a28|a+ﬁ|a|b_7/la_lula

dC

—=yl_+yl, —uC

dt ya yb zu

Dimana,

S = kepadatan subpopulasi rentan setiap saat

la = kepadatan subpopulasi perokok aktif
setiap saat

I = kepadatan subpopulasi perokok pasif
setiap saat

C = kepadatan subpopulasi penderita kanker
paru-paru setiap saat

r = laju pertumbuhan intrinsik

K = carrying capacity

1 = laju kematian alami

a = laju perubahan jumlah individu rentan

menjadi perokok

S = laju perubahan jumlah individu perokok
pasif menjadi perokok aktif

y = tingkat kejadian penyakit kanker paru-paru

o1 = laju perokok pasif

a2 = laju perokok aktif.

Sistem (2) merupakan sistem persamaan
diferensial biasa non-linear dengan a, a1, oo, f,
7, 1, dan K merupakan konstanta positif.
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HASIL DAN PEMBAHASAN

Titik Kesetimbangan. Titik kesetimbangan
sistem (2) diperoleh dari solusi sistem
persamaan berikut,

S
rS{1-— |—aSl, —uS =0
[ Kj Bla= s
o, Sl, =gl 0, —yl, —ul, =0 3)
aZSIa_ﬂlalb_J/la_rula:O

yla+yl, —uC=0

Berdasarkan sistem persamaan (3) diperoleh
tiga titik kesetimbangan yaitu

E, =(0,0,0,0);

E, :(K(l—%j,0,0,0j;dan

E,=(s".1;,1;,C")

119

kesetimbangan E, eksis dengan syarat sebagai
berikut,

1. B,”-4BB,=0danB,<0 atau
2. B;<Oatau
3. B;>0dan B, <0 atau

4. B;=0dan B, <0
Dengan,

2
B, = 2K

r

B, :azﬂK[€—1j+(y+y)(,B+ aasz

B, =(7+#)2(1—MJ |

(r+u)

Kestabilan Titik Kesetimbangan. Sistem
(3) merupakan sistem persamaan diferensial

biasa non-linear. Kestabilan titik
Titik kesetimbangan Eo selalu eksis, titik kesetimbangan sistem ditentukan dengan
kesetimbangan E: eksis jika x4 < r. Titik menggunakan matriks Jacobi (4).
r-2S—ql,—u 0 -as$ 0|
L al ~Blo-r-u  aS-Bl, 0
- 4
2,1, pl, aS+ply-y-u 0 @
i 0 y y — 1]
Kestabilan titik kesetimbangan Eo. Jika J(E,)=
titik kesetimbangan Eo = (0, 0, 0, 0) B B o
disubtitusikan ke matriks Jacobi (4) maka Fru 0 o[kl rﬂ)) 0
diperoleh hasil sebagai berikut, 0 —(r+u) - al(K%_ 2) 0
J(E,) = 8 0 aKi-4)-y-u o0
Y Y —H
r—n 0 0 0 Persamaan karakterisitik matriks J(E1) adalah
0 ~b+p) 0 0 9(E,)- A1 =0
0 0 —(+u) O
0 atau
4 oA (€)= Al =(-p-2)
Persamaan di atas memiliki nilai eigen A1 = r — 3 3 3 o
W A2 = Az = -(y + w) dan A4 = —u. Titik Fu=-4 0 aK( #’)
kesetimbangan Eo = (0, 0, 0, 0) bersifat stabil 0 —y—u-4 “1K< _?)
asimtotik jika r < . 0 0 a,K{—4)-y- -2

Kestabilan Titik Kesetimbangan E;. Jika
titik kesetimbangan E; = (K (1-£), 0, 0, 0) dan

disubtitusikan pada matriks Jacobi (4) diperoleh
sebagai berikut,

Oleh karena itu nilai eigen dari J(E;) adalah 1,
= Ao =—r+u; A3 =—(y+ u) dan s = axK(1-

L)—y—n
Karena syarat eksistensi E; adalah £ < 1
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maka A2 < 0 dan 44 < 0 jika 02K(1-£) <y + p.
Jadi nilai E; stabil asimtotik jika
azK(l_%)
y+Hu

<1

Kestabilan Titik Kesetimbangan E. Jika
titik kesetimbangan E, =(S*,I* (I C*)

by a?

substitusikan pada matriks Jacobi (4) diperoleh

J(Ez):

—rg” 0 —aS” 0
al, -pl-y-p aS"-pl; 0
a,l’ Bl 0 0
0 /4 /4 -

Persamaan karakteristik matriks J(E,) adalah
|3(E,)-Al|=0. Jika disederhanakan dalam
bentuk matriks akan menjadi sebagai berikut,

(E,)- 41| = (- - 2)

-L£S" -4 0 —aS”
al,  =pli-y—pu-242 oS -pl;
a,l, Bl -4
Berdasarkan  persamaan  karakteristik

tersebut, diperoleh nilai eigen A; = —u, dan
polinom berderajat 3 dalam A yaitu

-2 —2.2(%8* +pl; +7/+,u)

LS (B1: + 7+ u)+aa,SI;

— (S - B1;)-aa, s (12 ]
—aa,S" 1 (B1] +y+ p)+ £ BS1 (@S
-A;)=0

atau

A +/12(%S* AN +7+/,1)

+ AlEST (81 + 7+ p)+ aa,S°1

— (ST = B )+ ey 557 (12
+aa,S 1 (BI] +y+ 1)+ BS 1 (@S
-A;)=0

Polinom berderajat 3 tersebut disederhanakan
menjadi

A+AX+AL+A =0

dengan

Al:%S*+,BIa+;/+y

A= LS, ) aS

-prifes - p1;)
A=ae, S (1) +acS 1 (Bl 4y
+ )= ST B1;)

Berdasarkan kriteria Routh-Hurwitz [12],
polinom berderajat 3 memiliki akar bagian real
negatif jika dan hanya jika Ai >0, v =1, 2, 3
dan AjA> — Az > 0.

Simulasi Numerik. Model matematika
kanker paru-paru akibat pengaruh perilaku
merokok dianalisis secara numerik dengan
menggunakan metode Runge-Kutta Orde 4.

Simulasi  Numerik Kestabilan Titik
Kesetimbangan Eo. Simulasi numerik ini
dilakukan untuk menunjukkan kestabilan titik
kesetimbangan E, Nilai parameter yang
digunakan pada simulasi ini adalah r = 0.01, K
=125 4=01,01=01,0.=0.1,=0.02, y =
0.2. Berdasarkan syarat kestabilan, Eo dipenuhi
karena r < y, sehingga titik kesetimbangan Eo
bersifat stabil asimtotik lokal. Simulasi ini
menyatakan bahwa dalam jangka waktu
panjang keempat  subpopulasi, yaitu
subpopulasi rentan (S) subpopulasi perokok
aktif (l2), subpopulasi perokok pasif (lIp), dan
subpopulasi yang terkena penyakit kanker paru-
paru (C) akan punah.

Hasil simulasi masing-masing subpopulasi
disajikan pada Gambar 1 yang diilustrasikan
dengan tiga nilai awal yang berbeda, yaitu NA;
= (20, 1, 5, 2), NA2 = (30, 5, 7, 4), dan NA; =
(40, 10, 9, 6). Berdasarkan gambar tersebut
terlihat bahwa dalam jangka waktu panjang
masing-masing subpopulasi menuju ke titik
kesetimbangan Eo = (0, 0, 0, 0). Kondisi tersebut
menunjukkan bahwa titik kesetimbangan Eg
bersifat stabil asimtotik lokal.
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Gambar 1. Kurva kepadatan subpopulasi (a) individu rentan, (b) perokok aktif, (c) perokok pasif, dan (d) penderita kanker

paru-paru yang konvergen ke titik kesetimbangan Eo

Simulasi  Numerik Kestabilan Titik
Kesetimbangan E;. Simulasi numerik ini
dilakukan untuk menunjukkan kestabilan titik
kesetimbangan E:; Nilai parameter yang
digunakan pada simulasi ini adalah r =0.1, K =
124, 1 = 0.01, a1 = 0.001, a2 = 0.001, S = 0.02,
dan y = 0.2. Berdasarkan nilai parameter
tersebut diperoleh titik kesetimbangan yaitu,

E;=(1125,0, 0, 0)

aKU=2)_ carz
y+u

Berdasarkan syarat kestabilan, maka titik

kesetimbangan E; stabil asimtotik lokal karena
nilainya kurang dari 1.

Hasil simulasi masing-masing subpopulasi
disajikan pada Gambar 2 yang diilustrasikan
dengan tiga nilai awal yang berbeda, yaitu NA;
= (40, 10, 5, 2), NA; = (150, 15, 12, 8) dan NA;
=(120, 7, 3, 5). Berdasarkan Gambar 2 tersebut
terlihat bahwa dalam jangka waktu panjang
masing-masing subpopulasi menuju ke titik
kesetimbangan E; = (1125, 0, 0, 0). Kondisi ini
menunjukkan bahwa titik kesetimbangan E:
bersifat stabil asimtotik lokal dan menunjukkan
bahwa dalam jangka panjang subpopulasi
perokok aktif dan perokok pasif akan punah
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yang mengakibatkan subpopulasi yang terkena
penyakit kanker paru-paru punah pula,
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sedangkan subpopulasi yang rentan dapat
bertahan hidup.
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Gambar 2. Kurva kepadatan subpopulasi (a) individu rentan, (b) perokok aktif, (c) perokok pasif, dan (d) penderita kanker

paru-paru yang konvergen ke titik kesetimbangan E1

Simulasi  Numerik Kestabilan Titik
Kesetimbangan E,. Simulasi numerik ini
dilakukan untuk menunjukkan kestabilan titik
kesetimbangan E, dengan dua kasus, yaitu
ketika sistem (3) mempunyai satu titik
kesetimbangan, dan dua titik kesetimbangan.

Kasus 1. Kasus 1 dilakukan untuk
menunjukkan kestabilan titik kesetimbangan
sistem (3), ketika sistem mempunyai satu titik

kesetimbangan.  Nilai ~ parameter  yang
digunakan pada simulasi ini adalah r =0.1, K =
125, 1 = 0.001, oz = 0.00044, o, = 0.00176, S =
0.035, dan y = 0.2. Sehingga diperoleh titik
kesetimbangan E> = (99.1045, 0.7593, 8.9619,
1944.2609), nilai A; = 0.5939 > 0, A, = 0.0389
>0, Az = 0.0016 > 0 dan AiA; — A; = 0.0214 >
0. Berdasarkan syarat kestabilan, maka titik
kesetimbangan E; stabil asimtotik lokal.

Hasil simulasi masing-masing subpopulasi
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disajikan pada Gambar 3 yang diilustrasikan
dengan tiga nilai awal yang berbeda, yaitu NA;
= (60, 4, 6, 1500), NA; = (100, 1, 11, 2000), dan
NAs = (110, 6, 7, 1800). Berdasarkan Gambar 3
terlihat bahwa dalam jangka waktu panjang
masing-masing subpopulasi menuju ke titik
kesetimbangan E; = (99.1045, 0.7593, 8.9619,
1944.2609). Kondisi tersebut menunjukkan
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bahwa titik kesetimbangan E, bersifat stabil
asimtotik lokal sehingga simulasi numerik
kasus 1 sesuai dengan hasil analisis kestabilan.
Simulasi ini menunjukkan bahwa dalam jangka
panjang subpopulasi rentan, perokok pasif,
perokok aktif, dan subpopulasi yang terkena
penyakit kanker paru-paru akan bertahan hidup
dan stabil menuju titik kesetimbangan.
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Gambar 3. Kurva kepadatan subpopulasi (a) individu rentan, (b) perokok aktif, (c) perokok pasif, dan (d) penderita kanker
paru-paru yang konvergen ke titik kesetimbangan Ex.

Kasus 2. Kasus 2 dilakukan untuk
menunjukkan kestabilan dari salah satu titik
kesetimbangan sistem (3) ketika sistem tersebut
mempunyai dua titik kesetimbangan. Nilai
parameter yang digunakan pada simulasi ini

adalah r=0.1, K=125, 4 =0.001, o; = 0.00044,
a2 = 0.00176, g = 0.035, dan y = 0.2 sehingga
diperoleh dua titik kesetimbangan, yaitu Ex; =
(118.5222, 0.0400, 0.1656, 4.1127) dan Ex =
(102.2822, 0.8566, 11.9765, 256.6639). Titik
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kesetimbangan E»; diperoleh nilai A; = 0.4054
> 0, A2 = 0.04070 > 0, As = -0.00003927 < 0,
dan A1A; — A; = 0.0165 > 0. Berdasarkan syarat
kestabilan, maka titik kesetimbangan E2; tidak
stabil. Sedangkan titik kesetimbangan E2x
diperoleh nilai A; = 0.7928 > 0, A, = 0.0539 >
0, A; =0.0174 > 0, dan A1A; — A3 = 0.0253 > 0.
Berdasarkan syarat Kkestabilan, maka titik
kesetimbangan Ez, bersifat stabil asimtotik
lokal.

Hasil simulasi masing-masing subpopulasi
disajikan pada Gambar 4 yang diilustrasikan
dengan tiga nilai awal yang berbeda, yaitu NA;
= (80, 5, 8, 3), NA2 = (100, 11, 1, 230) dan NAs3

120

NA,
115 NA,
NA,
110
105 f——
S 100 //
95 /
90 U
85
80
0 100 200 300 400 500

(@)
30

NA,
NA,
25 NA,

10

0 100 200 300 400 500

t

(©

= (120, 20, 10, 270). Berdasarkan Gambar 4
terlihat bahwa dalam jangka waktu panjang
masing-masing subpopulasi menuju ke titik
kesetimbangan E., = (102.2822, 0.8566,
11.9765, 256.6639). Kondisi ini menunjukkan
bahwa titik kesetimbangan E»; tidak stabil, dan
titik kesetimbangan Ez. bersifat stabil asimtotik
lokal sehingga simulasi numerik kasus 2 sesuai
dengan hasil analisis syarat kestabilan. Kondisi
ini menunjukkan bahwa dalam jangka panjang
subpopulasi rentan, perokok pasif, perokok
aktif, dan subpopulasi yang terkena penyakit
kanker paru-paru akan bertahan hidup dan stabil
menuju ke salah satu titik kesetimbangan.
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Gambar 4. Kurva kepadatan subpopulasi (a) individu rentan, (b) perokok aktif, (c) perokok pasif, dan (d) penderita kanker

paru-paru yang konvergen ke titik kesetimbangan Ezz.
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Gambar 5. Kurva hasil simulasi dengan nilai parameter
ou terhadap kepadatan subpopulasi penderita
kanker paru-paru yang konvergen ke titik
kesetimbangan Ez22

Hasil simulasi dengan menggunakan
beberapa nilai parameter o yaitu 0.0001, 0.001
dan 0.1 yang ditunjukkan oleh Gambar 5
menunjukkan  bahwa meningkatnya laju
perokok pasif mengakibatkan meningkatnya
jumlah individu perokok pasif. Selanjutnya hal
ini juga akan mengakibatkan meningkatnya
jumlah individu perokok aktif yang pada
akhirnya akan meningkatkan jumlah penderita
kanker paru-paru.

KESIMPULAN

Model kanker paru-paru pada penelitian ini
telah dikonstruksi dan dianalisis berdasarkan
akibat perilaku merokok dengan pertumbuhan
logistik pada populasi rentan. Model yang
terbentuk  merupakan sistem  persamaan
diferensial biasa nonlinear empat dimensi
dengan empat variabel tak bebas yaitu
subpopulasi rentan S, perokok pasif I, perokok
aktif I, dan penderita kanker paru-paru C dan
delapan parameter. Berdasarkan hasil analisis
dinamik diperoleh tiga titik kesetimbangan,
yaitu titik kesetimbangan Eo yang menunjukkan
keempat subpopulasi punah, titik kesetimbangan
E; yang menunjukkan bahwa hanya subpopulasi
rentan mampu bertahan hidup, dan titik
kesetimbangan E;yang menunjukkan bahwa
keempat subpopulasi mampu bertahan hidup.
Titik kesetimbangan Eo selalu eksis, sedangkan

titik kesetimbangan E: dan titik kesetimbangan
E; eksis dengan syarat tertentu. Kestabilan titik
kesetimbangan E, dicapai ketika laju pertumbuhan
intrinsik kurang dari laju kematian alami, titik
kesetimbangan E; dan E; stabil dengan syarat
tertentu. Hasil penelitian ini juga menunjukkan
bahwa laju perokok pasif memegang peranan
penting dalam penyebaran penderita kanker
paru-paru.
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